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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Aleksandry Huczek
Pani magister Aleksandra Huczek przedstawita rozprawe doktorska pod tytutem

Dynamika odwzorowan nieoddalajacych w przestrzeniach geodezyjnych

Pani magister Aleksandra Huczek jest wspotautorka pieciu prac:

1. A. Huczek, A. Wisnicki, Wolff-Denjoy theorem in geodesic spaces, Bulletin of the
London Mathematical Society 53 (2021), 1139-1158.

2. A. Huczek, A. Wisnicki, Theorems of Wolff-Denjoy type for semigroups of
nonexpansive mappings in geodesic spaces, Mathematische Nachrichten (2023),

https://doi.org/10.1002/mana.202100404

3. A. Huczek, A. Wisnicki, On the Karlsson-Nussbaum conjecture for resolvents of

nonexpansive mappings, Annales Fennici Mathematici 48 (2023), 153-161.

4. A. Huczek, On some results related to the Karlsson-Nussbaum conjecture in geodesic

spaces, (W recenzji).

5. R. Espinola, A. Huczek, On convergence of infinite products of convex combinations

of mappings in CAT(0) spaces, Arabian Journal of Mathematics 12 (2023), 353-361.

Recenzowana praca oparta jest w duzej mierze o wyniki z czterech z tych artykutéw (poza
ostatnim). Duza liczba prac napisanych wspolnie z promotorem nie pomaga w ustaleniu stopnia

samodzielno$ci badan prowadzonych przez doktorantke. Sama praca doktorska sktada si¢ z



sze$ciu rozdziatléw, przy czym rozdziaty pierwszy i1 drugi maja charakter wstgpny 1 nie
zawieraja wynikow autorstwa pani magister Huczek. Tematami przewodnimi pracy s3
twierdzenie Wolffa-Denjoya — temu tematowi po$§wigcono trzeci i czwarty rozdzial pracy
doktorskiej — oraz hipoteza Karlssona-Nussbauma, bgdaca uogolnieniem wspomnianego
twierdzenia 1 opisana w rozdziale pigtym. Krociutki rozdziat szésty zawiera alternatywny
dowdd twierdzenia autora niniejszej recenzji o charakterystyce zbioréw domknigtych i

wypuktych w przestrzeniach CAT(x), gdzie « jest liczba rzeczywista ujemna.

Oryginalne twierdzenie Denjoya-Wolffa mowi, ze jesli f jest funkcja holomorficzng na
otwartym kole jednostkowym D w C bez punktow statych, to cigg orbit f"n jest zbiezny
jednostajnie na zwartych podzbiorach D do pewnego punktu na brzegu D. Z racji, ze kazda
funkcja holomorficzna jest odwzorowaniem nieoddalajagcym wzgledem metryki Kobayashiego,
wspomniane twierdzenia mozna uogdlnia¢ na wypukte ($cisle wypukle) podzbiory (skonczenie
wymiarowych) przestrzeni Banacha z metryka Hilberta, Thomsona i Poincare oraz
pseudometryki Kobayashiego. Wyniki w tym kierunku otrzymali m.in. C. H. Chu i P. Mellon
oraz grupa lubelskich matematykow skupiona wokot T. Kuczumowa 1 S. Reicha. A. Karlsson
w swoich badaniach odszedl od wspomnianych metryk na podzbiorach przestrzeni Banacha i
zatozyl, ze dziedzina odwzorowania jest podzbiorem przestrzeni geodezyjnej (badz quasi-
geodezyjnej) spetniajacej pewne dodatkowe zatozenia jak np. lokalng zwarto§¢. W pracy
doktorskiej pani Huczek zatoZenia te oznaczono jako aksjomaty 1 —4 oraz warunek C (bgdacy
uogdlnieniem wypuklosci przestrzeni w sensie Busemanna) i wlasnie te przestrzenie

spetniajace pewne z tych zalozen stanowig centrum zainteresowan Doktorantki.

W dalszej cze$ci przejde do omowienia kolejnych rozdziatow pracy poza tymi, ktoére maja

charakter wylacznie wprowadzajacy, jak zostalo to juz wyszczegdlnione wczesnie;.

W rozdziale trzecim mgr Huczek przedstawita wyniki dotyczace zbieznosci w
nieskonczonosci dla odwzorowan nieoddalajacych w przestrzeniach skonczenie wymiarowych
odpowiednio wiasciwych badz scis§le wypuklych. Autorka rozwazala zaréwno przypadek
dyskretny (czyli zachowanie ciggu Picarda) jak i przypadek ciagly, czyli jednoparametrowsg
ciagla potgrupe odwzorowan. Gtownym narzedziem stosowanym w rozwigzaniach sa mate i
duze horokule. Narzedzie to z powodzeniem bylo stosowane juz wezesniej m.in. w pracach: A.
Karlssona, M. Budzynskiej, T. Kuczumowa 1 innych. Przypadek ciagly wymagat tutaj
zastosowania odpowiednika twierdzenia Calki (o ograniczonos$ci orbity) dla potgrup ciaglych
(patrz Twierdzenie 3.24). Do najistotniejszych wynikow tego rozdziatu nalezatoby zaliczy¢

Twierdzenia 3.15, 3.25 oraz 3.29. W pierwszym z nich autorka pokazata zbiezno$¢ w topologii



zwarto-otwartej ciggu Picarda dla odwzorowania nieoddalajagcego bez punktéw statych do

punktu w nieskonczonosci. W kolejnych dwoch rozwazata przypadek potgrupy ciagtle;j.

W  kolejnym czwartym rozdziale Autorka rozpatrywata przypadek przestrzeni
nieskonczenie wymiarowych modyfikujgc nieco aksjomaty (Aksjomaty 1°-4’) oraz zatozenia o
odwzorowaniach, ktore sa nieoddalajace i zwarte. Takze w tym rozdziale osobno rozwazana
jest zbiezno$¢ w nieskonczonosci orbity odwzorowania oraz potgrupy ciaglej. Do
najistotniejszych wynikow nalezy tu zaliczy¢ Twierdzenia 4.12 w przypadku orbity jednego
odwzorowania oraz 4.19 dla cigglych potgrup odwzorowan. Warto zauwazy¢, ze w przypadku

jednoparametrycznej potgrupy ciaglej wystarczy zatozy¢, ze jedna z funkcji f t jest zwarta.

W omoéwionych powyzej rozdziatach magister Huczek zaktadata, ze podzbioér przestrzeni
jest scisle wypukly. Kolejny, piaty rozdziat zostat poswiecony ostabionemu przypadkowi, gdy
podzbidr jest tylko wypukly. Motywacja do badan przedstawionych w tym rozdziale byta
hipoteza Karlssona-Nussbauma, w ktérej rozwazany jest wiasnie taki podzbidor. Wowczas
zgodnie z hipoteza istnieje wypukly podzbior brzegu zbioru zawierajacy atraktor (w sensie
silnej topologii), czyli zbidr zawierajacy punkty skupienia orbit dla wszystkich argumentéw.
Idea atraktora stanowi istotne narzgdzie w teorii punktow statych — pordwnaj chociazby wyniki
W. A. Kirka i K. Goebla (atraktor w sensie silnej topologii) czy tez T. H. Kim, T. C. Lim i H. K.
Xu, ktorzy rozwazali odpowiednik atraktora w stabej topologii. Autorce omawianej dysertacji
udato si¢ pokazac, ze atraktor odwzorowania nieoddalajacego bez punktow statych zawiera si¢
w gwiazdzistym podzbiorze brzegu — poréwnaj Twierdzenia 5.17 1 5.18. Analogiczng wlasnos¢
dla przypadku jednoparametrycznej potgrupy ciggtej wykazano odpowiednio w Twierdzeniach
5.24 oraz 5.25. Kolejny podrozdzial poswigcono analogicznym wynikom uzyskanym dla
rezolwenty odwzorowania nieoddalajacego — poréwnaj Twierdzenie 5.33. Zauwazmy w tym
miejscu, ze wyniki z tego rozdziatu oparto na artykutach, ktérych jedyna autorka jest pani
Huczek, zatem recenzent niniejszej dysertacji nie ma w tym momencie watpliwosci, co do ich

autorstwa.

Gltowny wynik krétkiego rozdziatu szdstego, czyli Twierdzenie 6.11, zostat juz oméwiony

we wstepie.

Mimo duzej starannosci przedstawionej dysertacji doktorskiej, wkradta si¢ do niej drobna

usterka.



Strona 59 linijka 2: istnieje podciag taki, ze d(z_{n k},y) <'. Powinno by¢ d(z_{n k},z) <’

tak samo jak w analogicznym dowodzie lematu 3.2.

Konkluzja

Przedstawiong mi prace oceniam wysoko. Autorka zajmuje si¢ niebanalnymi problemami i
otrzymata bardzo duzg liczbg interesujacych wynikow. Stad tez wnosze o dopuszczenie mgr

Aleksandry Huczek do dalszych etapow przewodu doktorskiego.



