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Dynamika odwzorowan nieoddalajacych w
przestrzeniach geodezyjnych

Przedmiot badan

"A. Recenzowana praca po$wiecona, jest badaniom dynamiki odwzo-
rowafl nieoddalajacych, co prowadzi autorke do znalezienia nogdélnien
twierdzenia Wolffa-Denjoya. Przy czym rozwazany jest przez nig za-
réwno przypadek dyskretny, jak réwniez przypadek ciggly dotycza-
cy jednoparametrowych pdlgrup ciaglych. Pierwsze z tych uogélnies
przedstawione zostaly w rozdziale trzecim jako Twierdzenie 3.3 dla
przypadku dyskretnego i Twierdzenie 3.25 dla przypadku cigglego. W
obu twierdzeniach rozwazania autorki dotycza przestrzeni geodezyj-
nych wiadciwych, a wiec przestrzeni geodezyjnych zupehych lokalnie
zwartych. W Twierdzeniu 3.3 autorka dowodzi, ze jedli (Y, d) jest prze-
strzenig geodezyjng wlasciwa, spetniajacs Aksjomat 4 oraz dla kazdego
punktu brzegowego ¢ zbioru Y i kazdego punkiu zp ze zbioru ¥ iloczyn
domkni¢é duzych horokul o érodku w punkeie ¢ i biegunic w punk-
cie zp jest zbiorem jednopunktowym, to dla dowolnego odwzorowania
nieoddalajgcego f zbioru Y w siebie, pray zalozeniu, ze f nic ma ogra-
niczonych orbit, istnieje punkt brzegowy £ zbioru Y taki, ze ciag ite-
racji N 3 n +— f" jest zbiezny jednostajnie na zbiorach ograniczonych
w Y do punktu £. Aksjomaty 1-4, dotyczace przestrzeni metrycznych,
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ktérych uzywa autorka, sformmlowane zostaly przez Karlssona. 7 ko-
lei w Twierdzeniu 3.4, (ktére powinno byé nazwane Wnioskiem 3.4 z
uwagl na ostatni wers na stronie 41), autorka dowodzi, ze jesli f jost
kontrakcjg, przestrzeni Y, to przy pozostalych zatozeniach takich jak w
Twierdzeniu 3.3, istnieje punkt £ nalezgcy do domknigcia przestrzeni ¥V
taki, ze ciag iteracji N 3 n v+ f jest zbiezny jednostajnie na zbiorach
ograniczonych w Y do punktu £. Zastepujac Aksjomat 4 Aksjomatem 3
mozna usungé zatozenie o iloczynie domknieé duzych horokul i przefor-
mulowaé odpowiednio Twierdzenie 3.3 1 Wniosek 3.4 do Twierdzenia
3.5 1 Wniosku 3.6. W kolejnym podrozdziale numerowanym 3.1.2 au-
torka wykorzystuje Twierdzenie 3.5 i Wniosek 3.6 do uzyskania wyni-
kéw w przestrzeni wektorowe] unormowanej skoficzenie wymiarowej V.
Gléwnym rezultatem jest Twierdzenie 3.15 dla odwzorowan nieoddala-
jacych i Twierdzenie 3.16 dla kontrakeji. W pierwszym z nich antorka
dowodzi, ze jesli (D, d) jest przetrzenig geodezyjna zupelna spelniajaca
warunek (C), ktérej topologia pokrywa sie z topologia normy, gdzie D
jest obszarem ograniczonym $cisle wypukltym w przestrzeni wektorowej
skoficzenie wymiarowej z norma, to dla dowolnego odwzorowania nie-
oddalajacego f na D bez punktédw statych istnieje punkt £ na brzegu
obszaru D, taki, ze ciag iteracji N 2 n « f™ jest zbieiny jednostajnie
na ograniczonych podzbiorach w D do punktu €. Analogicznie jest w
Twierdzeniu 3.16, przy czym tutaj autorka zaklada, ze f jest kontr-
akcja za$ punkt € nalezy do D. Warunek (C) oznacza, ze kazda kula
w obszarze I jest wypukla. Z Twierdzenia 3.15 wynikaja interesujace
wyniki dla przestrzeni z metryka Hilberta, Thompsona i Kobayashiego,
sformulowanie odpowiednio jako Wnioski 3.17-3-19, z ktérych Wniosck
3.18 jest oryginalnym wynikiem.

W rozdziale 3.2 otrzymane wyniki z rozdzialu 3.1 dla przypadku
dyskretnego przeniesione zostaly na przypadek ciagly. Gléwny wynik
dla odwzorowan nieoddalajacych zawarty jest w Twierdzeniu 3.25, za$
dla kontrakeji w Twierdzeniu 3.27. I tak w Twierdzeniu 3.25, prazy ana-
logicznych zatozeniach jak w Twierdzeniu 3.3, autorka dowodzi, Ze dla
kazdej jednoparametrowej pélgrupy cigglej odwzorowan nieoddalaja-
cych S:={f;: Y — Y|t > 0} bez ograniczonych orbit istnieje punkt
brzegowy zbioru Y taki, ze pdlgrupa S jest zbiesna jednostajnie na
zbiorach ograniczonych w ¥ do £. 7 kolei w Twierdzeniu 3.27 autorka
dowodzi, ze jesli istnieje dodatnie 4, takie, ze fi, z rodziny S jest kontr-
akcja, to istnieje w domknigciu zbioru ¥ punkt £ taki, ze potgrupa S
jest zbiezna jednostajnie na podszbiorach ograniczonych przestrzeni Y
do punktu &.

W kolejnym kroku autorka wykorzystuje Twierdzenie 3.25, a wta-
Sciwie Wiiosek 3.26, do uzyskamia twierdzenia typu Wollfa-Denjoya w
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przestrzeniach wektorowych unormowanych skoficzenie wymiarowych
V w przypadku cigglym. Gléwnym rezultatem jest Twierdzenie 3.29.
Autorka dowodzi, ze jesli (D, d) jest przestrzenig geodezyjng zupel-
ng spetniajaca warunek (C), przy czym D jest obszarem ograniczonym
sci$le wypuklym w przestrzeni V, to dla kazdej jednoparametrowej pél-
grupy ciaglej odwzorowan nieoddalajgcych S := {f,: Y — Y|t > 0}
wérod, ktérych dla pewnego #, dodatniego odwzorowanie nicoddalaja-
ce fi, jest bez punktu statego, istnicje punkt brzegowy ¢ zbioru Y, do
kidrego pdlgrupa S jest zbiezna jednostajnie na podzbiorach ograni-
czonych zbioru D). Nastepnie autorka zaznacza we Wnioskach 3.30 1
3.31, ze otrzymany wynik ma zastosowanie w przestrzeniach z metryks
Kobayashiego i Hilberta.

B. Dalsze badania autorka przenosi na przestrzenie (A, #)-quasi geo-
dezyjne oraz na odwzorowania nieoddalajace zwarte tych przestrzeni.
Jest to temat rozdziatu czwartego. W tym celu autorka modyfikuje
Aksjomaty 1-4 Karlssona przyjmujac w ich miejsce Aksjomaty 1°, 3’
i 4’ z pominigciem Aksjomatu 2. W istocie jej badania ograniczaja
si¢ do przestrzeni (1, k)-quasi geodezyjnych. W gléwnym twierdzeniu
dotyczacym tego zagdnienia tj. Twierdzeniu 4.9, autorka dowodzi, ze
jefli (Y,d) jest przestrzenig (1, x)-geodezyjna spelniajaca Aksjomaty
1’13 oraz f jest dowolnym odwzorowaniem zwartym nieoddalajacym
na Y bez ograniczonych orbit, to istnieje punkt brzegowy ¢ zbioru Y
taki, ze ciag iteracji N 3 n — f™ jest zbiezny jednostajnie na podzbio-
rach ograniczonych w D do punktu . Wykorzystujac otrzymany wy-
nik autorka wyprowadza w Twierdzeniu 4.12 analogiczng wlasnoéé dla
dowolnego zbioru ograniczonego $cisle wypuklego w przestrzeniach Ba-
nacha. W podrozdziale 4.3 autorka rozwaza przypadek ciagty dla prze-
strzeni (1, k)-geodezyjnych. Gléwny wynik zamieszcza w Twierdzeniu
4.15 dla jednoparametrowych pélgrup cigglych odwzorowan nicodda-
lajacych bez ograniczonych orbit wéréd ktérych istnieje odwzorowanie
nieoddalajace zwarte f;, dla pewnego ¢, dodatniego. Wéwezas istnie-
je punkt £ na brzegu zbioru Y taki, ze pdlgrupa S jest zbiezna jed-
nostajnie na podzbiorach ograniczonych przestrzeni Y do punktu £.
Zakladajgc dodatkowo, ze fi, jest kontrakcjg autorka dowodzi Twier-
dzenie 4.17. Wowczas £ lezy w domknigciu zbioru Y. Korzystajac z
‘T'wierdzenia 4.15 autorka uzyskuje nastgpnie Twierdzenie 4.19 dla ob-
szardéw ograniczonych scisle wypuklych D w przestrzeniach Banacha.
We Wrioskach 4.20 i 4.21 rozwaza jak wezesnicj obszar D wyposazony
odpowiednio w metryke Hilberta 1 Kobayashiego.

C. Rozdzial piaty w rozprawie poswiccony jest hipotezie Karlssona-
Nussbauma. Po przejrzystym wprowadszeniu w tematyke (podrozdziat
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5.1), autorka przedstawia swoje wyniki kolejno w podrozdziatach 5.2-
9.5. Jej oryginalnym rezultatem jest Twierdzenie 5.14 i jego doklad-
niejsza wersja jakim jest Twierdzenie 5.15. Autorka dowodzi, ze jedli
(D, d) jest przestrzenia geodezyjna zupelna spelniajaca warunek (C),
ktérej topologia pokrywa si¢ z topologig normy, przy czym D jest ob-
szaremn ograniczonym wypuklym w przestrzeni skoficzenie wymiarowej
V oraz f jest odwzorowaniem nieoddalajacym na D bez skoficzonych
orbit, to istnieje punkt £ na brzegu obszaru D i punkt 2, w zbiorze D
taki, ze atraktor 02y odwzorowania f zawiera si¢ w zbiorze ch(F), gdzie
F' jest przecigciem po wszystkich promieniach r € R duzych horokul
domknigtych o $rodku w punkcie £ i promientu 7, majgcych biegun w
punkcie zy ze zbioru D. Tutaj, ch{F) jest sumg zbioréw gwiazdzistych
ch(§) = {z € 8D : [z,£] C 8D} po wszystkich ¢ € F. Nastepnie wy-
korzystujac udowodniony przez siebie Lemat 5.16, w ktérym dowodzi,
ze kazda duza horokula w przestrzeni geodezyjnej zupelnej (D, d) spet-
niajgecej zatozenia Twierdzenia 5.15 jest zbiorem gwiazdzistym, autorka
wyprowadza Twierdzenie 5.17, w ktérym przy tych samych zatozeniach
jak w Twierdzeniu 5.15, dowodzi, Ze atraktor odwzorowania f zawiera
sig w zbiorze ch(ch(¢)) dla pewnego £ na brzegu obszaru D. Zastepujac
warunek (C) Aksjomatem 2* autorka dowodzi w Twierdzeniu 5.18, ze
przy pozostalych zalozeniach jak w Twierdzeniu 5.15, atraktor odwzo-
rowania f zawicra si¢ w gwiaZdzistym podzbiorze brzegu obszaru D
generowanym przez pewien clement & nalezacy do brzegu obszaru D.
W kolejnym podrozdaziale 5.3 autorka przenosi wyniki rozdziatu 5.2 na
przypadek ciagly, a wice dla pélgrup jednoparametrowych. Odpowied-
nikiem Twierdzenia 5.15 jest Twierdzenie 5.23, zas Twicrdzenia 5.18
jest T'wierdzenie 5.25. W nastepnym podrozdziale 5.4 autorka poda-
Je konstrukcje rezolwenty odwzorowania nieoddalajacego na obszarze
ograniczonym wypuklym, na ktérym okreSlona jest metryka Hilberta.
Nast¢pnie w najwazniejszym wyniku tego rozdziatu autorka dowodzi
odpowiednik hipotezy Karlssona-Nussbauma, a mianowicie, dla prze-
strzeni metrycznej Hilberta (D, d) spelniajacej warunek (D), gdzie D
Jest obszarem ograniczonym wypuklym i odzworowania nieoddalajace-
go F' na obszarze D, ktore nie ma punktéw stalych, otoczka wypukta
atraktora rodziny rezolwent odzwzorowania F lezy na brzegu obszaru
D.

D. W ostatnim rozdziale pracy autorka podaje alternatywny do-
wod Twierdzenia 4.1 z pracy (79, a mianowicie, jedli K jest niepustym
podzbiorem domknigtym geodezyjnie wypuklym w przestrzeni zupel-
nej CAT(x) dla ujemnego , to K ma wlasnosé punktu stalego dla
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odwzorowan nieoddalajacych wtedy i tylko wtedy, gdy K jest geode-
zyjnie ograniczony. W dowodzie autorka oparla sie na udowodnionym
przez siebie Twierdzeniu 6.5 i Lemacie 6.10.

Opinia o rozprawie

A. Moja ocena rozprawy jest wysoka. Problemy, ktdre autorka ba-
dala sa trudne, wymagajace duzej wicdzy w zakresie analizy nielinio-
wej, w szezegdlnodel w teorii dynamiki odwzorowan nieoddalajacych.
Wyniki, ktére autorka uzyskala sa wazne zaréwno od strony teorctycz-
nej jak i potencjalnych zastosowan. Budzi moje uznanie, ze autorka
podjeta sie badail w dziedzinie, w ktérej pracuje wielu wybitnych mate-
matykéw i w swoich badaniach dotkneta zagadniert o wysokim stopniu
trudnoéci, m.in. hipotezy Karlssona-Nussbauma. Oryginalnym wkia~
dem autorki w tematyke jest rozwazenic przestrzeni geodezyjnych, na
ktére przeniosta badania nad dynamika odwzorowan nieoddalajacych.
Wyniki, ktére uzyskala w tym zakresie, i ktére przedstawita w rozpra-
wie, sg oryginalne, glebokic i w istotny sposéb poszerzaja wiedzg¢ w
badane] tematyce.

Rozprawa liczaca 100 strony technicznie napisana jest dobrze. Nie
gnalazlem bledéw merytorycznych. Sposéb prowadzenia rozumowan
w dowodach jest przejrzysty. Rozprawa zawiera dobrze napisane dwa
pierwsze rozdzialy, ktére zawieraja niezbedna terminologi¢ oraz grun-
towna, historig badari. Pomijam wypisywanie drobnych usterck edytor-
skich, na ktére mozna sie natkna¢ w pracy, jak chociazby wspomniane
wezeéniej odwolanie do Wniosku 3.4 na stronie 41, ktéry w pracy wy-
stepuje jako Twierdzenie 3.4. Usterki te nie maja bowiem wplywu na
merytoryczng wartosé recenzowane] pracy.

B. Biorgc wszystkie aspekty pod uwage moja opinia o rozprawic
jest pozytywna. Rozprawa spelnia wymogi stawiane pracy dokforskiej.
Wnosze wiee o dopuszezenie Pani mgr Aleksandry Huczek do dalszych
etapéw przewodu doktorskiego.

Ponadto wnioskuje o wyrdznienie rozprawy.

7 powagzaniem,

Adam Lecko






